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Dans ce travail on obtlent le nombre maximal de 3-colorations d'un graphe hamiltonien de 
nombre chromatique 6gal h 3, on caract6rise l s graphes hamiltoniens de nombre chromatique 
dorin6, ayant le hombre minimal d'ar~tes et on propose une conjecture sur le nombre maximal de 
k-colorations (k ~ 4) d'une graphe hamiltonlen. 
Dans ce qui suit un graphe fini non orient6 G sera nomm6 hamiltonien si il 
contient un cycle hamiltonien qui passe par ses sommets, par exemple dans l'ordre 
Une k-coloration de G est une partition des sommets de O en k classes 
disjointes et non vides ainsi que deux sommets joints par une ar~te soient dans des 
classes diff6rentes. 
Le nombre des k-colorations de G sera not6 colk (G), l'ordre des classes d'une 
coloration 6tant indiff6rent et le polyn6me chrornatique du graphe O sera not6 
P(G; h). Parce qu'on a 
P(G " A )= ~ /! ( A )col~(G) 
t=0 j 
pour tout A >i 0, h entier, on ddduit, en appliquant les formules binomiales inverses 
[1] que 
*" ( )  co l , , (G)= t-~z.w,~ ~ = ( -  1)' mr P(G;  m - r) 
off P(G; A) = 0 pour h < y(G), le nombre chromatique de G. En particulier, pour 
m = 3 nous obtenons le rEsultat suivant: 
Lemme. Si le graphe G a au moins une ar~te, alors: 
col3(G) = ~ [P(G; 3) - 3P(G; 2)]. 
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Si l 'on note par  C. le cycle 616mentaire h n sommets,  son polyn6me chromat ique 
est 6gal h 
P(C, ; A) = (A - 1)" + ( -  1)" (A - 1) 
d 'apr& [4]. 
Proposition 1. Le nombre des 3-colorations de C, est ggal fi 
col j (C,)  = ](2 "-1 - 1) pour n impair, et 
co13(C,) = ](2 " -1 -  2) pour n pair. 
Ce r6sultat se d6duit faci lement en rempla~ant dans l 'expression de col3(G) la 
valeur de P (C , ;A )  pour A =3.  
Proposit ion 2. Le hombre de 3-colorations du graphe G composg des deux cycles 
pairs C2, et C2, qui ont un sommet x commun est ~gal fi ~(22"+2'-t+2 ~" +22' -7 ) .  
En effet, d 'apr6s le Th6or6me 3 de [4], le po lyn6me chromat ique de ce graphe est 
6gal h 
P(C2, ; A )P(C:,  ; A ) = ~ [(X - 1) ~'§ + (X - 1) 2"§ + (A - 1) 2 ' ' '  + (A - 1)5]. 
En appl iquant le lemme, on d6duit I 'expression cherchde. 
Si nous considdrons un cycle C., une corde [u, v] est une ar~te qui joint deux 
sommets  non consdcutifs u, v de ce cycle. Pour l 'ar&e [u, v], nous notons par 
Ic.(U, v) le nornbre d 'ar&es du cycle C, qui se trouvent h gauche de [u, v] si l 'on 
consid&e le sens de u h v. C'est-~-dire si u =x  vet  v = xq, le cycle 6tant 
[xl, x~ . . . . .  x.,xl] en sens horaire, nous obtenons:  l c . (u ,v )=q-p  si q>p,  et 
lc.(u, v) = n - p + q si q < p. Ev idemment  on a Ic.(U, v)+ Ic.(V, u) = n. 
Proposition 3. Si le graphe G est compos( d'un cycle pair C. et d 'un cycle impair 
C:k+1 qui passe par certains sommets de C,, avec 2k + 1 < n, alors il y a une ar~te 
[u, v] de C2k+1 qui est une corde de C, ainsi que Ic.(U, o) soit pair. 
D'abord  nous d6montrons par induction que si le cycle C~, est compos6 par les 
sommets  xt, x~,. . . ,  xv dans cet ordre, alors si nous notons 
lc. (xl, x2 . . . . .  xp) = lc. (Xl, x2) + lc. (x2, x3) +. . .  + lc. (xp_,, xp) + lc. (xp, xl), 
nous avons Ic. (x,, x2 . . . . .  xp) =- 0 (mod n). 
Pour k = 1 la propri&6 est 6vidente parce que 
l~.(x,,x~)+ l~.(x~,x~)+ I~.(x,,x,)= n ou 2n. 
Supposons que la propri6t6 soit vraie pour p. S i  le cycle Cp.l est compos6 des 
sommets  xl, x: . . . .  , xp+l dans cet ordre, alors 
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lc. (x .  x~ . . . . .  x~§ = 
= l~. (x, ,  x2 . . . . .  x , )  + t~. (x~, x~+,) + l~. (x~, ,  x , )  - t~. (x~, x,) .  
Mais lc.(X,, x2 . . . . .  xe) est divisible par n conform6ment ~ l'hypoth~se d'induction 
et la deuxi~me somme peut s'6crire 
tr x,+,) + t~.(x,+,, x , ) -  t~.(x,, x,) = 
= l~.(x~, x~, )+ l~.(x~+,, x , ) -  (n - l~.(x,, x, ) )  = 
=l~.(x~,x~+,,x, ) -n=o ou n. 
Si le cycle C2k+, est compos6 des sommets x,, x2 . . . . .  x2~§ dans cet ordre, parce 
que nest  pair, nous obtenons que 
lc. (x~, x2) + lc. (x2, x3) +. . .  + lc. (x2k § x O =- 0 (mod 2), 
donc il y a deux sommets cons6cutifs u, v de C~§ ainsi que lc.(U, v ) -  0 (mod 2). 
L'ar6te [u, v] de C2~+, est une corde de C., parce que si [u, v] est une ar&e qui relie 
deux sommets cons6cutifs de C,, on a lc.(U, v) = 1 ou n - 1 et ces deux nombres 
sont tousles deux impairs. 
Th6or~me 1. Le hombre maximal  des 3-colorations d 'un  graphe hamiltonien G f in  
sommets et de nornbre chromatique T(G)  = 3 est ~gal fi ~ (2 "-1 - 1) pour n impair et il 
est atteim seulement pour le cycle impair fi n sommets C.. Pour n pair ce hombre 
maximal  est dgal 
(2 - - '  - e)  - -~ (2- - '  + e 2" + 2--2'  _ 7) 
oft s = [~ n ], et il est atteint pour le graphe composd u cycle C, et d'  une corde qui relie 
deux sommets du cycle qui se trouvent fi une distance maximale paire (6gale 
2[~ hi) .  
Pour n impair le r6sultat est imm6diat, parce que 3'(C,)= 3 et nous pouvons 
supprimer toutes les cordes du cycle hamiltonien C. et le nombre de 3-colorations 
du graphe croi't strictement. 
Pour n pair on obtient 3'(C.) = 2 et le raisonnement ant6rieur ne conduit pas au 
r~sultat. Si le graphe G ne contient pas un cycle impair, alors il est bichromatique 
[2], ce qui contredit rhypoth~se, donc le graphe G a un cycle impair C2~§ 
D'apr~s la Proposition 3, il y a une ar~te [u, v] de ce cycle ainsi que lc.(u, v) soit 
pair, donc les deux cycles d6termin6s par la corde [u, v] dans le cycle bamiltonien 
C. sont impairs. Alors nous pouvons supprimer toutes les cordes du cycle 
hamiltonien C., ditt6rentes de [u, o] et le nombre de 3-colorations du graphe 
obtenu, G,, croit strictement par rapport au hombre de 3-colorations du graphe O 
(s'il y a des cordes diff6rentes de [u, v]) et 3 ' (0 , )= 3"(G)= 3. Donc le nombre 
maximal de 3ocolorations d'un graphe hamiltonien G ~ n = 2p sommets et avec 
3,(0) = 3 dolt 6tre cherch6 dans la classe des cycles C, qui ont une seule corde qui 
d6termine deux cycles impairs dans C,. 
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Si nous notons par C t'~"l le graphe compos6 du cycle C. et de la corde [u, v], si la 
distance (le nombre d'ar&es du plus court chemin) entre u et v dans C. est 
d(u, v) = 2k, alors 
co13 (Ct. ~)) = col~ (C.) - ~ (2"-' + 22~ + 2"-~ - 7) 
= ~ (2" - '  - 2 )  - ~ (2" - '  + 2 ~ + 2" -~ - 7) ,  
compte tenu de la Proposition 2 et du th6or~me fondamental de calcul du 
polyn6me chromatique d'un graphe [4]. 
Si d(u ,v )=2k ,  d ( r , s )=2m avec l~<k<m~[ 88  alors col3(Ct,'~"l)< 
co13(C~")), ce qui revient/~ v6rifier que 
22k + 2 "-2k > 22'~ + 2"-~", 
in6galit6 vraie. Donc le nombre maximal de 3-colorations du graphe Ct~ )  est 
atteint seulement si ies sommets tt, v se trouvent h une distance maximale paire, 
6gale .~ 211 n]. 
On voit que le nombre maximal des 3-colorations d'un graphe hamiltonien est 
atteint dans la classe des graphes hamiltoniens G :~ n sommets, de nombre 
chromatique 3 ' (G)= 3, qui ont un nombre minimal d'ar&es, compte tenu de la 
caract6risation suivante: 
Th6or~me 2. Le hombre, minimal d' ar~tes d'un graphe hamiltonien G fi n sommets 
et de hombre chromatique k' (2 <~ k <~ n) est ~gal ?t : 
(1) n pour (k = 2; n pair) ou (k = 3; n impair); 
(2) n + 1 pour (k = 3; n pair); 
(3 ) (~)+n-k+l  pourn>k >i4; 
(4) (~') pour k = n. 
Les graphes qui ont ce nombre minimal d'arStes ont la forme suivante: Darts le 
cas (I) ils sont des cycles C., dans le cas (2) ils sont compos6s d'un cycle impair h p 
sommets (3 ~ p ~< n - 1) et de n - p sommets qui forment une cha~ne reli6e par ses 
extr6mit6s h deux sommets cons6cutifs du cycle Cp. Dans le cas (3) ils sont 
compos6s d'une k-clique et de n - k sommets qui forment une cha~ne reli6e par ses 
extr6mit6s h deux somrriets diff6rents de la k-clique et dans le cas (4) le graphe 
minimal c'est le graphe complet K.. 
La d6monstration du th6or~me dans les cas (1) et (4) est 6vidente t pour le cas 
(2) on peut utiliser une part de la d6monstration du Th6or~me 1, qui consiste dans 
la suppression de toutes les ar&es du graphe, diff6rentes de [u, o] et des ar~tes du 
cycle C., en obtenant un graphe hamiltonien G, avec ",/(G,)= 3, qui a la forme 
sp6cifi6e. 
Pour le cas (3), soit Gun graphe hamiltonien ~ n sommets et de hombre 
chromatique k (4~ < k < n). Par la suppression de tout sommet x de G le 
sous-graphe obtenu, not6 G~, est encore connexe, parce que G contient un cycle 
hamiltonien. Deux cas sont possibles: 
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(a) il y a un sommet x de G ainsi que y (Gx)= 7(G)= k; 
(b) pour tout sommet x de G nous obtenons 3'(G~) = k - 1. 
Dans le cas (a), parce que G est hamiltonien, le degr6 de x, not4 d(x), est supfrieur 
ou 6gal ~ 2. Dans la suite on utilise la caract4risation des graphes connexes ~ n 
sommets, de nombre chromatique k, ayant un nombre minimal d'ar6tes [5], qui 
affirme que le nombre minimal d'ar&es d'un graphe connexe G ~ n sommets et de 
nombre chromatique k (2~ < k ~< n) est 4gal ~ (2)+ n -  k. 
Pour k ~> 4 les graphes qui ont ce nombre minimal d'ar~tes sont compos6s d'une 
k-clique et de n - k sommets de sorte que si l'on identifie fi un seul sommet les 
sommets de la k-clique, le graphe obtenu est un arbre. Le sous-graphe G~ 4tant 
connexe et de nombre chromatique k, nous obtenons que Ie nombre minimal 
d'ar6tes de G dans le cas (a) est sup6rieur ou 4gal ~ (1 )+(n-1) -k  +2= 
(1) + n - k + 1, et cette borne inf6rieure peut atre atteinte seulement si d(x) = 2, 
c'est-a-dire le nombre minimal d'ar6tes qui relient x aux sommets de Ox et le 
sous-graphe Gx a un nombre minimal d'ar~tes. 
Mais (7 6tant hamiltonien, on d6duit que cette borne inf4rieure est atteinte si et 
seulement si le sous-graphe (Tx a la forme suivante: une k-clique et n - k sommets 
qui forment une ou deux chaines reli6es par Ieurs extr6mit4s ~ deux sommets 
ditt6rents de la k-clique. Au cas d'une seule chaine le sommet x est reli6 de l'autre 
extr6mit6 de la chaine et d'un sommet de la k-clique et au cas des deux cha~nes x 
est reli6 d'autres extr4mit6s des cha~nes ce qui donne pour G la forme cherch6e. 
Dans le cas (b), G 4tant critique, si l'on suppose que G a une k-cl ique, on d4duit 
que n = k, ce qui contredit la supposition que n > k. Si G n'a pas k-cliques, en 
utilisant le th6or~me de Dirac [3], on obtient que le nombre m d'ar~.tes de O v6rifie 
l'in6galit6 
rn >~(n(k- 1)+ k -3 ) .  
Nous obtenons par un calcul 616mentaire que 
~(n(k -1)+k-3)>(k2)+n-k+l  pour tout n >k  ~>4, 
exceptant les valeurs entiers: (n= 5; k =4).  En ettet, cela est 6quivalent 
l'in6galit6 
k~-(n +4)k  +3n +5<0.  
Les racines du trin6me k 2 -  (n + 4)k + 3n + 5 6tant 
k~.2 = 89 (n + 4 --- x/(n 2 - 4n - 4)) 
nous obtenons que n2-4n-4>O pour tout n >15. En plus, pour n >/6 nous 
obtenons n z -  4n - 4 > (n - 4) 2, done kt < k < k2 parce que: 
k < n < 89 +4+'v / (n2-4n-4) ) ,  
k >.--- 4 > 89 + 4 - 'k / (n~-  4n -4 ) ) .  
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Donc nous avons k : - (n  +4)k  +3n +5<0 pour tout n />6 et on v6rifie directe- 
ment que pour  (n = 5; k = 4) cette infigalit6 devient 6galit6. 
Mais pour n = 5 et k = 4 le graphe G contient 6v idemment  une 4-ciique, parce 
que au cas contraire les classes de la partit ion 6tant par exemple {x~, x2}, {x~}, {x4}, 
{xs}, les sommets  x3, x,, xs forment une 3-clique K3 et si l 'on suppose que chacun des 
sommets  xx et x2 ne sont pas reli6s par  une ar&e avec au moins un sommet  de/s 
nous pouvons obten i r  une coloration de G ayant 3 classes seulement.  En ce cas" 
nous obtenons que le hombre  m d'ar5tes est plus grand que (~)+ n -k  + 1 = 8, 
parce que m ~> (~) + (4 -  1) = 9. Donc tous les graphes hamiltoniens de la forme (b) 
ne peuvent pas avoir  un nombre  minimal d'ar~tes pour  tout n > k i> 4. 
Corollaire. Le hombre chromatique d'un graphe hamiltonien G ~ n sommets et m 
ar~tes v~rifie l'in~galit~ 
- / (G)  ~< ~ + ~/(2(m - n) + ~). 
En effet, nous avons m t>(~)+ n - k + 1 ou k ~<~+X/(2(m - n )+~)  pour tout 
graphe hamiltonien, saul les cas (k = 3; n impair) et k = n, quand il faut a jouter 
une unitfi ~ cette borne sup6rieure pour avoir  une in6galit6 vraie. 
Si nous notons par  G.  le graphe hamiltonien minimal pour  n > k ~> 4, graphe 
compos6 d 'une k-cl ique et de n - k sommets  qui forment  une chaine reli6e par ses 
extr6mit6s :~ deux sommets  difffirents de la k-cl ique, le po lyn6me chromat ique de 
G, est 6gal h 
P(G,  ; A) = P(C.-k +2; A)P(Kk ; X)/[X ]z 
off, par ddfinition, [A]~ = A(A - 1)...(A - k + 1). 
En effet, le graphe G,  est compos6 d 'une k-cl ique, not6e Kk et d 'un cycle 
616mentaire C,-k+z, qui ont une ar6te K~ en commun et on appl ique le Th~or~me 3 
de [4]. Puisque 
P(C. -k+2;A)  = (A -- 1)"-~+z+ ( - 1)"-k+~(A -- 1), P(K~ ;A) = [A]k, 
on d6duit que: 
P(G. ;  A) = [A - 1]k-, [(A - 1)"-~+' + ( -  1)"-~]. 
Le nombre  de k-colorat ions du graphe G.  est donc 6gal h 
colk (O . )  = -~tP(O. ;k)= k[ (k  - 1)" -k+'  + ( - 1 ) " -k ]  . 
Parce que le nombre  maximal de 3-colorations des graphes hamiltoniens de nombre  
chromat ique 3 est atteint dans la classe de tels graphes ayant un nombre  minimal 
d'ar5tes, nous proposons les conjectures uivantes: 
C I .  Le nombre maximal de k-colorations d'un graphe hamiltonien G h n sommets 
et de nombre chromatique ggal ~ k (n > k >~ 4) est ggal h [(k - 1)"-*+'+ ( -  1)"-k]/k 
et ce hombre st atteint seulement pour les graphes G, caractgrisgs par le Thdor~me 2. 
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C2, Le hombre max imal  de (k + r)-colorations d 'un  graphe hamiltonien G f in  
sommets et " / (G)= k est atteint seulement pour les graphes qui ont  un hombre 
minimal  d" ar~tes pour tout k >f 4 et 0 <~ r < n - k. 
Ev idemment  C2 impl ique C1. Un r6sultat analogue pour  le nombre  maximal  de 
3-colorat ions d 'un  graphe connexe de nombre  chromat ique 3 et une conjecture 
cor respondante  pour  le cas k >t 4 ont 6t6 propos6s dans [6]. 
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